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　　摘　要：萤火虫算法因具有结构简单、控制参数少、易于实现的特点而得到广泛的关注和应用，但其易陷入局

部最优导致过早收敛，从而影响寻优精度。针对这一问题，本文在位置更新规则中加入随机扰动因子，并剔除了

冗余的随机项，以提高算法搜索能力；引入位置置换变异和差分进化算法中的最优变异策略，在保持种群多样性

的同时，增强算法跳出局部最优的能力。采用马尔可夫过程证明了算法以概率１收敛到全局最优。利用基准函

数和装箱问题对算法进行仿真测试，结果表明，改进后的算法能够有效跳出局部最优，对给出的所有问题均能找

到理论最优解，寻优精度和成功率有明显提升。
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０　引　言

社会性生物的某些集体行为往往呈现出寻优的本质，通

过对这类行为的公式化，得到了一类被称为群智能算法的优

化算法［１］，蚁群优化（ａｎｔｃｏｌｏｎｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ）算法
［２］、

粒子群优化（ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法
［３］、人工

蜂群（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｂｅｅｃｏｌｏｎｙ，ＡＢＣ）算法
［４］等均属此列。由于算

法简单灵活、鲁棒性好，可用于求解许多传统方法无法解决

的ＮＰｈａｒｄ问题，如旅行商问题、装箱问题等，已经广泛应用

于人工智能、通信网络和工业生产等领域［５］。
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萤火虫算法（ｆｉｒｅｆｌｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＦＡ）是英国学者 Ｙａｎｇ

于２００８年提出的一种元启发式算法
［６］。该算法通过模拟

自然界中萤火虫个体之间相互吸引的理想化行为达到寻优

目的，一经提出便受到国内外研究人员的关注，广泛应用于

计算机科学［７］、复杂方程求解［８］、结构和工程优化领

域［９１０］。但许多构造的和现实的优化问题具有大量的局部

最优解，容易使算法因种群多样性的快速衰减而陷入早熟

停滞，大幅降低优化效果。同时，大量局部最优对种群的吸

引可能导致算法不断震荡而无法收敛。有学者通过引入自

适应或随机机制针对上述问题进行改进。Ｇａｎｄｏｍｉ等
［１１］

采用１２种不同的混沌映射对参数进行自适应调节，其中高

斯映射调节吸引度参数的改进算法取得了一定效果，但性

能提升有限，寻优成功率不高。Ｙｕ等
［１２］设计了一种自适

应步长策略来提高算法的全局探索能力，每个个体的随机

步长根据当前和历史信息分别计算，然而实际寻优效果与

标准算法区别很小。Ａｌｔａｙ等
［１３］将该改进算法用于调节数

字水印技术中的比例因子，由于缺乏与标准算法的横向对

比，不足以说明改进算法的优越性。Ｖｅｒｍａ等
［１４］在算法初

始化阶段引入反向学习策略提高算法收敛速度，在迭代过

程中采用基于维度的位置更新方法跳出局部最优，但与其

他优化算法相比没有体现出明显的竞争力。Ｍａｎｊｕ等
［１５］

参考量子ＰＳＯ提出了量子ＦＡ，并利用基于二次插值的重

组算子改进搜索过程，提高了算法的收敛速度和寻优能力，

但无法处理复杂病态优化问题。柳长源等［１６］引入了一种

驱散机制，若种群最优值在连续多次迭代后未发生变化，则

对最优个体采用柯西分布进行变异，聚集在最优个体附近

的个体采用均匀分布进行驱散，从函数优化结果来看改进

效果并不显著。刘景森等［１７］提出了一种具有振荡、约束和

自然选择机制的改进策略，提高了算法对高维问题的求解

能力，但是增加了额外的调节参数，不利于推广应用，其收

敛性证明仿照ＰＳＯ算法证明的思路，简化到二维空间进行

分析，无法向高维情况推广。部分学者选择从个体信息交

互的角度对算法进行改进。Ｗａｎｇ等
［１８］提出了一种随机吸

引模型，通过将个体与其邻域内有限个其他个体进行通信，

降低了算法计算复杂度，但寻优性能没有明显提升。在此

基础上，Ｄｈａｌ等
［１９］进一步考虑粗糙集和局部搜索机制，提

出了一种随机吸引粗糙ＦＡ，并成功应用于图像分割过程，

但与标准算法及其他传统优化算法相比没有明显的竞争

力。Ｓｈａｎ等
［２０］通过分布式并行技术将种群划分为多个子

群，子群之间基于４种不同的通信策略进行信息交换，但每

个子群的寻优能力偏弱，不能保证整体的寻优效果，且增加

了额外的配置参数，适用性不强。Ｅｌａｋｋｉｙａ等
［２１］提出了一

种基于社区启发的改进策略，个体只被由犮个较优个体组

成的所谓社区中的个体吸引，并给出了社区规模的自适应

更新机制，降低了计算复杂度，但无法保证寻优精度。还有

一种改进策略是在 ＦＡ 中引入其他算法的思想。Ｚｈａｏ

等［２２］借鉴ＡＢＣ算法的思想将萤火虫种群分为领导者、开

发者和跟随者３种角色，并为每个角色分配了一种学习策

略，用来平衡算法的探索和挖掘能力，但没有取得显著的性

能改进。Ｘｉｎｇ等
［２３］为了使算法跳出局部最优，引入了遗传

算法中的变异算子，同时仿照ＰＳＯ算法将全局最优纳入到

位置更新公式中，改进算法用于解决协同干扰资源分配问

题，寻优结果与标准算法相比有少许提升。薛晗［２４］等结合

文化算法和ＦＡ的优点，将迭代过程中获取的经验和知识

组成信仰空间，并设计了一套规则来影响种群更新，但算法

没有足够的跳出局部最优的能力。Ｇｕｐｔａ等
［２５］将引力搜索

和ＦＡ通过串行运行的方式结合起来，提出了一种混合引

力搜索ＦＡ，计算复杂度较高，寻优能力没有明显提升。此

外，Ｃｈｅｎｇ等
［２６］和Ｘｕｅ等

［２７］采用混合编码的形式对个体进

行编码，利用组合变异、协同进化等方式加快算法收敛速度，

但该方法只适用于解决离散工程优化问题，缺乏适用性。

基于以上分析可以看出，目前ＦＡ仍然具有较大的改

进潜力，并且理论分析比较薄弱，也在一定程度上制约了

ＦＡ的进一步改进和发展。因此，本文提出一种改进ＦＡ

（ｉｍｐｒｏｖｅｄＦＡ，ＩＦＡ），以提升算法性能。首先，介绍ＦＡ的

基本原理。其次，给出新的个体位置更新机制。围绕种群

更新过程，引入位置置换变异策略和差分进化（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）算法中的最优变异策略（ＤＥ／ｂｅｓｔ／１），并给

出算法流程。然后，给出改进算法收敛性的理论证明。最

后，采用一组典型基准函数和装箱问题对改进算法有效性

进行验证。

１　犉犃基本原理

ＦＡ受萤火虫群体的集聚性启发，其仿生原理如下：搜

索空间中的单个元素代表萤火虫个体；拟优化的目标抽象

为个体所在位置的亮度，衡量个体位置的优劣并决定其移

动方向；元素搜索和更新的寻优过程模拟个体间的吸引和

移动行为。

算法数学描述如下：

（１）个体犻的位置记为狓犻＝（狓犻１，狓犻２，…，狓犻犱），其亮度即

为该位置对应的目标函数值犳（狓犻）。

（２）个体犻与犼间的吸引度更新公式定义为

β犻犼＝β０ｅ
－γ狉

２

犻犼 （１）

式中：β０ 为初始吸引度，一般取值为１；γ为光强吸收系数，

一般取值为１；狉犻犼为个体间的笛卡尔距离，有

狉犻犼 ＝ ∑
犱

犽＝１

（狓犻犽－狓犼犽）槡
２ （２）

　　（３）个体犻被犼吸引并向其移动的位置更新公式为

狓犽＋１犻 ＝狓犽犻＋β犻犼·（狓
犽
犼－狓

犽
犻）＋αε犻 （３）

式中：犽为算法迭代次数；α为步长因子；ε犻 为随机数，服从

均匀分布或高斯分布。

２　犐犉犃

威廉·奥卡姆曾言，“如无必要，勿增实体”，这就是著

名的“奥卡姆剃刀定律”。从优化算法设计的角度来诠释，

可理解为在效果相同或相近的前提下，尽量选择简单框架

和规则。在这种思想的指导下，本文提出以下改进策略。

２．１　随机扰动策略

原位置更新式（３）中第２项是一个由个体犻犽 指向个体

犼
犽 的一类直线运动，如图１所示。以二维空间为例，假设无
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穷远处为参考点，犃和犅 分别表示个体犻犽 和吸引力项的位

置矢量，其线性组合构成了个体犻犽 的新位置犻犽＋１的矢量犆。

吸引力项能够使种群迅速向亮度更高的个体聚集，加速算

法收敛，但由于确定性信息交互的局限性，需要一定的随机

机制来提高算法的搜索范围。同时，自然界萤火虫个体的

运动是包含随机属性的，位置更新后可能出现在图１“ ”

所示的任意位置。

图１　吸引力项运动特征

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｔｅｒｍ

由于式（３）第３项随机项αε犻 的变化是独立的，没有利

用个体和种群信息，因此其变化很难与个体的进化相匹配。

一方面，如果α取值过小，那么较小的搜索半径无法提供跳

出局部最优的能力，如果α取值较大，则会因为较大的搜索

半径导致较慢的收敛速度和较低的收敛精度。另一方面，

一旦在随机项中引入个体信息，那么可与改进后的第２项

合并同类项，在功能上被其覆盖。

基于以上考虑，向原位置更新式（３）中引入一个随机扰

动因子犛狋，使得吸引力项拥有一个随机权重，并去掉式（３）

第３项，有

狓犽＋１犻 ＝狓犽犻＋β犻犼·犛狋·（狓
犽
犼－狓

犽
犻） （４）

为保证式（４）在初始阶段的搜索能力，将吸引度更新为

β犻犼＝β０＋β狉犲ｅ
－γ狉

２
犻犼 （５）

式中：β狉犲为吸引度调节尺度，根据调试经验建议取值范围为

０．７～０．９。

随机扰动因子的引入提高了个体的搜索范围。一方

面，在算法初始阶段，个体间距离较大，式（５）表示的随机权

重简化为β０·犛狋，此时搜索步长较长，算法能够在全局范围

内进行寻优，一定程度上提高了算法的全局探索能力；另一

方面，在算法迭代后期，个体间距离大幅减小，随机权重简

化为（β０＋β狉犲）·犛狋，而此时搜索步长较小，算法能够在当前

位置的邻域深度挖掘。个体搜索范围的提升使得种群在运

动过程中能够覆盖到更多搜索空间中的区域，如图２所示。

图２　种群运动趋势和个体分布情况

Ｆｉｇ．２　Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｍｏｖｅｍｅｎｔｔｒｅｎｄａｎｄｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

下面对随机扰动因子犛狋 的选择进行分析。典型的随

机分布有均匀分布、正态分布、柯西分布、列维分布等。为

了更直观地区分不同分布的特征，给出上述分布１０００００个样

本的分布直方图，如图３所示。

图３　４种不同概率分布的１０００００样本分布

Ｆｉｇ．３　Ｆｏｕｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆ１０００００

ｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｅｓ

由图３可以看出，均匀分布产生的样本分布均匀且取

值区间较小，选择均匀分布作为随机扰动因子可获得在各

个方向上更加稳定的搜索能力。正态分布产生的样本呈现

出左右对称、中间高两侧低的钟型分布特征，在原点附近取

值的概率较高，离原点越远取值概率越低，选择正态分布作

为随机扰动因子，存在初始阶段收敛慢的情况，不能保证算

法收敛速度。柯西分布和列维分布产生的样本呈现出明显

的厚尾特征，在原点附近取值的概率较高，偶尔会出现非常

大的样本，选择柯西或列维分布作为随机扰动因子，算法搜

索能力不稳定，且产生的大样本很有可能使个体更新超出

搜索空间，精度和收敛速度均无法保证。基于以上分析，随

机扰动因子首选均匀分布，在第４．１节中给出仿真，对以上

分析做进一步说明。

２．２　双重变异策略

为进一步提升算法寻优性能，本文围绕个体和种群的

更新过程增加两个变异机制。

２．２．１　位置置换变异策略

本文提出一种位置置换变异策略，具体描述如下：萤火

虫个体犻在第犽步迭代完成一轮位置更新后的位置记为

狓犽犻，随机抽取犱维位置数据中的两个互换位置，重复狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ

次后得到狓犽犿１犻。计算目标函数在狓
犽
犿１犻
的适应度犳（狓

犽
犿１犻
），若

犳（狓
犽
犿１犻
）＜犳（狓

犽
犻），则令 狓

犽
犻 ＝狓

犽
犿１犻
，进一步，若 犳（狓

犽
犻）＜

犳（狓
犽
ｂｅｓｔ），则令狓

犽
ｂｅｓｔ＝狓

犽
犻。经变异处理后，种群 犡

犽 更新为

犡犽犕１，该部分流程如图４所示。
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图４　位置置换变异原理和种群更新流程

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎｍｕｔａｔｉｏｎａｎｄｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

ｒｅｎｅｗａｌｐｒｏｃｅｓｓ

参数狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ的取值是位置置换变异策略的关键。一

方面，由于该操作在个体位置更新后进行，且嵌套于种群

更新过程中，因此狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ不能过大，否则会提高算法计算

复杂度，降低收敛速度。另一方面，若次数太少，个体位置

变化较小，无法达到跳出局部最优的目的，降低寻优精度。

因此，置换变异至少２次，至多建议不超过５次，本文取

狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ＝３。

２．２．２　ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异策略

为充分利用种群最优信息提高算法性能，引入差分进

化算法中的ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异策略。该策略基于历史最优信

息进行操作，只包含一个差分向量，搜索过程不考虑问题的

特性，是有很强竞争力的搜索策略。具体操作是，从种群

犡犽犿１犻中随机抽取两个个体狉１ 和狉２，有

狓犽犿２犻＝狓
犽
ｂｅｓｔ＋犉·（狓

犽
犿１狉

１
－狓犽犿１狉

２
） （６）

其中，摄动因子犉～Ｕ（０．４，０．９，１，犱）。经变异处理后，种

群犡犽犕１更新为犡
犽
犕２，如图５所示。计算犳（狓

犽
犿２犻），若犳（狓

犽
犿２犻）＜

犳（狓
犽
ｂｅｓｔ），则狓

犽
ｂｅｓｔ＝狓

犽
犿２犻。

图５　ＤＥ／ｂｅｓｔ／１／变异种群更新流程

Ｆｉｇ．５　ＤＥ／ｂｅｓｔ／１ｃｒｏｓｓｍｕｔａｔｉｏｎｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｒｅｎｅｗａｌｐｒｏｃｅｓｓ

ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异操作的执行次数为狀ＤＥ。由于该部分

没有循环嵌套，狀ＤＥ可以取大一些的数，从而充分利用历史

最优信息指导搜索过程，提高算法收敛精度。参考差分进

化算法的取值，狀ＤＥ可取种群规模狀。

两种变异策略得到的子代种群采取与父代种群竞争的

模式选取进入下一轮循环的种群，在每轮迭代中保留较优

个体，提升整体种群质量。

２．３　算法平衡性分析

全局探索与局部挖掘能力是群智能优化算法解决问题

的核心，二者之间的平衡对算法性能至关重要。研究普遍

认为，在算法开始阶段应以全局探索为主，在后期应以局部

挖掘为主。改进算法能够很好地满足此规律。在算法迭代

初始阶段，个体间相距较远，从位置更新式（４）和ＤＥ／ｂｅｓｔ／１

变异策略式（６）可直观地看出，此时算法有较大的搜索步

长，能够在解空间内进行全局探索。算法迭代后期，种群不

断聚集，搜索步长随之减小，此时算法的局部挖掘能力得到

不断强化。第２．２．１节所述的位置置换变异策略是对个体

自身信息的突变，该操作不受迭代过程的影响，无论在迭代

前期还是迭代后期均能使个体有效地跳出当前位置，从而

避免算法陷入局部最优。需要注意的是，在实际运行中，全

局探索和局部挖掘能力是算法各个策略共同触发的，没有

明确的界限。

２．４　算法流程

下面给出改进算法的流程。

步骤１　初始化控制参数β０，β狉犲，γ，位置变异次数为

狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ，ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异执行狀ＤＥ次，种群规模为狀，搜索空

间下界为狓ｍｉｎ，上界为狓ｍａｘ，最大迭代次数为 ＭａｘＧｅｎｅｒａ

ｔｉｏｎ。

步骤２　构建服从均匀分布的初始种群犡０，计算适应

度和当前全局最优解ｇｂ。

步骤３　取种群中的一个个体，判断其与其他个体的

吸引关系，根据式（２）、式（４）、式（５）更新该个体的位置并进

行限位，同时更新全局最优值ｇｂ，该步骤执行狀次。

步骤４　根据第２．２．１节给出的策略对步骤３中选定

的个体进行位置置换变异，该步骤执行狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ次。

步骤５　步骤３～步骤４连续执行，重复次数为狀次，

得到子种群犡犕１。

步骤６　根据第２．２．２节给出的策略对种群犡犕１进行

变异操作，同时更新全局最优值ｇｂ。该步骤执行狀ＤＥ次，得

到子种群犡犕２。

步骤７　父代种群和子代种群拼接并排序后截断保留

维数据，得到下一轮迭代的父代种群犡犓。

步骤８　本文设置停止准则为迭代次数犽达到 Ｍａｘ

Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，若满足条件，则终止判断，输出优化结果并可视

化；若不满足条件，则重复步骤３～步骤７。

２．５　算法计算复杂度分析

结合算法流程进行分析，为了简便这里记犖 为迭代次

数，犖犳 为适应度函数的计算量，那么算法语句总的执行次

数可以表示为犖·［（５＋犖犳）·狀
２
＋狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ·（犖犳＋４）·狀＋

（犖犳＋７）·狀］，此时改进算法的时间复杂度为犗（犖·犖犳·狀
２）。

显然，算法的计算复杂度与问题本身的复杂度直接相关，主

要由适应度函数计算量和算法计算量决定。

３　收敛性证明

３．１　随机算法的收敛准则

Ｗｅｔｓ
［２８］给出了一般随机优化算法收敛性判别准则，下

面重述其主要结论。

假设有随机优化问题［犳，犛犇］，其迭代方式为犇，第犽次

迭代结果狓犽，则狓犽＋１＝犇（狓犽，ζ）。其中，犳为适应度函数，

犛犇 为解空间，ζ是犽次迭代产生的所有解。

在Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度空间定义搜索的下确界：

φ＝ｉｎｆ（狋∶狏［狓∈犛犇｜犳（狓）＜狋］＞０） （７）

式中：狏［犡］表示集合犡上的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度。根据式（７）定

义最优解区域为
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犚ε，犕＝
｛狓∈犛犇｜犳（狓）＜φ＋ε｝，φ有限

｛狓∈犛犇｜犳（狓）＜－犆｝，φ＝－∞
烅
烄

烆

（８）

式中：ε＞０且足够小，犆＞０且足够大。若算法找到了犚ε，犕

中的一个点，则算法收敛。

下面给出算法收敛的充分条件：

条件１　假设有算法 犇，使得｛犳（狓
犽）｝∞犽＝０非增，即

犳（犇（狕，ζ））≤犳（狕），若ζ∈犛犇，则有犳（犇（狕，ζ））≤犳（ζ）。

条件２　对犛犇 的任意Ｂｏｒｅｌ子集犃，若犃的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

测度狏（犅）＞０，则∏
∞

犽＝０

（１－μ犽（犃））＝０成立。其中μ犽（犃）是

由测度μ犽 所得到的犃 的概率。

定理１　全局搜索收敛

假设犳可测，犛犇 是犚
狀 上的可测子集，算法犇满足上述

两个条件，｛狓犽｝
∞
犽＝０是犇产生的解，那么，ｌｉｍ

犽→∞
犘（狓犽∈犚ε，犕）＝１，

即算法犇全局收敛
［２９］。其中，犘（狓犽∈犚ε，犕）是狓犽 在犚ε，犕中

的概率测度。

证明　根据条件１，若狓犽犚ε，犕，＜犽，有狓犚ε，犕，

由条件２，可得

犘（狓犽∈犛＼犚ε，犕）≤∏
犽－１

＝０

（１－μ（犚ε，犕）） （９）

犘（狓犽∈犚ε，犕）＝１－犘（狓犽∈犛＼犚ε，犕）≥

１－∏
犽－１

＝０

（１－μ（犚ε，犕）） （１０）

１≥ｌｉｍ
犽→∞
犘（狓犽∈犚ε，犕）≥１－ｌｉｍ

犽→∞∏
犽－１

＝０

（１－μ（犚ε，犕））＝１

（１１）

证毕

３．２　改进算法基本概念的数学描述

定义１　萤火虫位置状态和位置状态空间

萤火虫位置的状态狔＝（狓，犵犫），由萤火虫的位置狓和

全局最优值犵犫 构成，所有可能的个体位置状态的集合称为

萤火虫的位置状态空间，记为犢＝｛狔＝（狓，犵犫）｜狓，犵犫∈犛，

犳（犵犫）＜犳（狓）｝。其中，萤火虫个体在一次迭代过程中产生

的两组子种群的个体位置记为狓犿１和狓犿２，其位置状态分别

记为狔犿１＝（狓犿１，犵犫）和狔犿２＝（狓犿２，犵犫），犢为包含两子种群个

体的位置状态空间。

定义２　群体状态和群体状态空间

种群位置状态集合称为群体状态，记为狇＝｛狔１，狔２，…，

狔狀｝，所有群体状态构成的群体状态空间记为犙＝｛狇＝（狔１，

狔２，…，狔狀），狔犻∈犢，１≤犻≤狀｝，其中子群位置状态记为狇犿１＝

（狔犿１１，狔犿１２，…，狔犿１狀）和狇犿２＝（狔犿２１，狔犿２２，…，狔犿２狀），且犙包含

两子群状态空间。

３．３　犐犉犃的马尔可夫模型建立

定义３　对狔犻＝（狓犻，ｇｂ犻）∈犢，狔犿１犻＝（狓犿１犻，ｇｂ犻）∈犢

位置状态由狔犻转移到狔犿１犻记为犜狔犿１（狔犻）＝狔犿１犻。

定理２　萤火虫的位置状态由狔犻 转移到狔犿１犻的转移概

率为

狆（犜狔犿１（狔犻）＝狔犿１犻）＝狆（狓犻→狓犿１′犻）·狆（ｇｂ犻→ｇｂ′犻）·

狆（狓犿１′犻→狓犿１犻）·狆（ｇｂ′犻→ｇｂ″犻） （１２）

式中：狆（狓犻→狓犿１′犻）为式（４）对应的转移概率；狆（ｇｂ犻→ｇｂ′犻）为该步

骤全局最优位置的转移概率；狆（狓犿１′犻→狓犿１犻）为步骤４对应的转

移概率；狆（ｇｂ′犻→ｇｂ″犻）为该步骤更新全局最优的转移概率。

证明　萤火虫位置状态由狔犻 转移到狔犿１犻，意味着狓犻→

狓犿１′犻，ｇｂ犻→ｇｂ′犻，狓犿１′犻→狓犿１犻，ｇｂ′犻→ｇｂ犻 同时成立。作为子种

群，有

狆（狓犻→狓犿１′犻）＝１ （１３）

全局最优位置ｇｂ犻的转移概率为

狆（ｇｂ犻→ｇｂ′犻）＝
１，犳（狓犿１′犻）≤（ｇｂ犻）

０，犳（狓犿１′犻）＞（ｇｂ犻
烅
烄

烆 ）
（１４）

位置状态由狓犿１′犻→狓犿１犻的概率为

狆（狓犿１′犻→狓犿１犻）＝
１，犳（狓犿１′犻）＞犳（狓犿１犻）

０，犳（狓犿１′犻）≤犳（狓犿１犻
烅
烄

烆 ）
（１５）

全局最优位置的再次转移概率为

狆（ｇｂ′犻→ｇｂ″犻）＝
１，犳（狓犿１犻）≤（ｇｂ′犻）

０，犳（狓犿１犻）＞（ｇｂ′犻
烅
烄

烆 ）
（１６）

证毕

定义４　对狇犻＝（狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀）∈犙，狇犿１犻＝（狔犿１犻１，

狔犿１犻２，…，狔犿１犻狀）∈犙，群体状态由狇犻 转移到狇犿１犻，记作

犜狇犿１（狇犻）＝狇犿１犻。

定理３　萤火虫位置群体状态由狇犻 转移到狇犿１犻的转移

概率为

犘（犜狇犿１（狇犻）＝狇犿１犻）＝∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿１（狔犻犽）＝狔犿１犻犽）（１７）

　　证明　若萤火虫位置群体状态由狇犻转移到狇犿１犻，那么表

示狇犻中所有个体的位置状态同时转移到狇犿１犻中所有个体的

位置状态，即犜狔犿１（狔犻１）＝狔犿１犻１，犜狔犿１（狔犻２）＝狔犿１犻２，…，犜狔犿１（狔犻狀）＝

狔犿１犻狀同时成立。 证毕

定义５　在ＩＦＡ算法迭代中，对狇犿１犻＝（狔犿１犻１，狔犿１犻２，…，

狔犿１犻狀）∈犙，狇犿２犻 ＝ （狔犿２犻１，狔犿２犻２，…，狔犿２犻狀）∈犙，记 作

犜狇犿２（狇犿１犻）＝狇犿２犻。

定理４　萤火虫位置群体状态由狇犿１犻转移到狇犿２犻的转移

概率为

　犘（犜狇犿２（狇犿１犻）＝狇犿２犻）＝∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻犽）（１８）

证明　若萤火虫位置群体状态由狇犿１犻转移到狇犿２犻，那

么有狇犿１犻中所有个体位置状态同时转移到狇犿２犻中所有个

体位置状态，即犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻１，犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻２，…，

犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻狀同时成立。在迭代过程中，第二次变异操

作个体的状态转移与种群状态转移有关，根据式（７）有

犘（犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻）＝δ·犘（ｇｂ′犻→ｇｂ″犻），

１／（狀－１）（狀－２）≤δ≤１

犘（ｇｂ″犻→ｇｂ犻）＝
１，犳（狓犿１犻）≤犳（ｇｂ″犻）

０，犳（狓犿１犻）＞犳（ｇｂ″犻
烅
烄

烆

烅

烄

烆 ）

（１９）

证毕
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定义６　对狇犻＝（狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀）∈犙，狇犼＝（狔犼１，狔犼２，…，

狔犼狀）∈犙，将萤火虫位置的群体状态狇犻 转移到狇犼 记作

犜狇（狇犻）＝狇犼。

定理５　萤火虫位置群体状态由狇犻 转移到狇犼 的转移

概率为

犘（犜狇（狇犻）＝狇犼）＝∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿１（狔犻犽）＝狔犿１犻犽）·

∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿２（狇犿１犻）＝狔犿２犻犽）·犘ｓｏｒｔ＆ｃｕｔ·犘（ｇｂ犻→ｇｂ犼）

（２０）

式中：犘ｓｏｒｔ＆ｃｕｔ为对父代种群和两子种群进行排序和截断操

作，犘（ｇｂ犻→ｇｂ犼）为寻找种群中的最优个体的转移概率。

证明　若萤火虫位置的群体状态由狇犻 一步转移到狇犼，

就意味着位置的群体状态发生了集体转移，由定理１～定

理３可推出最终的转移概率公式。 证毕

定理６　萤火虫的位置群体状态序列｛狇（狋）；狋≥０｝是离

散时空上的有限齐次马尔可夫链。

证明　首先，对于任何一个优化算法来讲，其搜索空间

都是有限的，任意个体状态狔＝（狓，ｇｂ）中的狓，ｇｂ 也是有限

的，所以位置的状态空间是有限空间。又由于狇＝（狔１，狔２，

…，狔狀）由狀个个体组成，狀为大小有限的正整数，故萤火虫

位置的群体状态狇也是有限的。

其次，狇（狋－１）∈犙，狇（狋）∈犙，其状态转移概率

犘（犜狇（狇（狋－１））＝狇（狋））是由群体中所有个体的转移概率和

两子群的转移概率决定。由定理１～定理３，可得

犘（犜狔犿１（狔（狋－１））＝狔犿１（狋－１））＝犘（狓（狋－１）→狓犿１′（狋－１））·

犘（ｇｂ（狋－１）→ｇｂ′（狋－１））·犘（狓犿１′（狋－１）→狓犿１（狋－１））·

犘（ｇｂ′（狋－１）→ｇｂ（狋－１）） （２１）

犘（犜狇犿１（狇（狋－１））＝狇犿１（狋－１））＝

∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿１（狔犽（狋－１））＝狔犿１犽（狋－１）） （２２）

犘（犜狇犿２（狇犿１（狋－１））＝狇犿２（狋－１））＝

∏
狀

犽＝１

犘（犜狔犿２（狇犿１（狋－１））＝狔犿２犽（狋－１）） （２３）

则

犘（犜狇（狇（狋－１））＝狇（狋））＝

∏
犖

犽＝１

犘（犜狔犿１（狔犽（狋－１））＝狔犿１犽（狋－１））·

∏
犖

犽＝１

犘（犜狔犿２（狇犿１（狋－１））＝狔犿２犽（狋－１））·犘ｓｏｒｔ＆ｃｕｔ （２４）

通过以上分析，犘（犜狇（狇（狋－１））＝狇（狋））仅与狋－１时刻

的位置状态有关，故萤火虫位置的群体状态｛狇（狋）；狋≥０｝具

有马尔可夫性，且算法迭代与时间无关，所以该过程是齐次

的。 证毕

３．４　犐犉犃的收敛性分析

定义７　定义最小化问题犳∶犚
狀
→犚犳，犛犳犚

狀

ｍｉｎ犳（狓）

ｓ．ｔ．狓∈犛犳

式中：狓＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为狀维决策变量，所有满足约束的

值构成的集合称为可行域犛犳。位置最优位置状态集为犚，

其群体状态集为 犎＝｛狇＝（狔１，狔２，…，狔狀）｜狔犻∈犚，１≤犻≤

狀｝。

定义８　对闭集犠，犻∈犆，有∑犼∈犆
犘犻犼 ＝１，意味着

从状态空间犠 内的任何一点出发，始终无法达到犠 以外

的任意状态。

定理７　对于个体位置状态集｛狔（狋）；狋＞０｝，集合犚是

空间犢上的一个闭集；对位置群体状态集｛狇（狋）；狋≥０｝，集

合犎 是空间犙 上的一个闭集。

证明　假如狔犻∈犚，狔犼犚，使得狔犻→狔犼 成立，由

式（１４）、式（１６）、式（１９）、式（２０），至少保证ｇｂ犻→ｇｂ犻，ｇｂ′犻→

ｇｂ″犻，ｇｂ″犻→ｇｂ，ｇｂ犻→犵犫犼 同时成立，即转移概率均为１，则必

有犳（ｇｂ犼）＜犳（ｇｂ犻），那么狔犼∈犚，与假设条件矛盾。故假设条

件不成立，由闭集的定义知，犚是犢上的一个闭集。

同理，假如狇犻∈犎，狇犼犎，狇犻→狇犼 成立，那么至少

存在一个个体的位置由犚的内部转移至外部，又已证明犚

是犢上的一个闭集，根据式（２０），有犘（犜狇（狇犻）＝狇犼）＝０，由

闭集定义知，集合犎 是空间犙 上的一个闭集。 证毕

定理８　在萤火虫位置群体状态空间犙中，无法找到

犎 外的非空闭集犅，使其满足犅∩犎＝。

证明　假设在位置群体空间犙中能够找到一个闭集

犅，满足犅∩犎＝，那么狇犻∈犎，狇犼∈犅，有犳（ｇｂ犼）＞

犳（ｇｂ犻）。根据式（２０），其满足各个组件不为０的条件，那么存

在转移概率犘（犜狇（狇犼）＝狇犻）≠０，即犅不是闭集。定理得证。

证毕

引理１　假设〈狌狀〉是一组服从ｒａｎｄ（０，１）的随机变量，

且满足独立同分布，那么

ｌｉｍ
狀→＋∞

１

狀∑
狀

犻＝１

狌犻 ＝∫
１

０
狊ｄ狊

　　引理２　假设马尔可夫链存在一个非空闭集犆，且无法

找到满足犆∩犇＝的另一个非空闭集犇，那么在犼∈犆时，

ｌｉｍ
狀→∞
犘（狓狀＝犼）＝π犼，且在犼犆时，ｌｉｍ

狀→∞
犘（狓狀＝犼）＝０。

定理９　随着萤火虫位置群体状态不断迭代更新，当次

数趋于无穷时，萤火虫位置群体状态序列必然进入最优集犎。

证明　由定理６和定理７以及引理１和引理２得证。

定理１０　在迭代次数趋于无穷时，ＩＦＡ能够以概率１

收敛于全局最优。

证明　一方面，在每次迭代过程中，ＩＦＡ都保留了全局

最优，从而保证了适应度的非增性，满足收敛条件一；另一方

面，根据定理９，当迭代次数趋于无穷时，萤火虫位置的群体

序列必然进入最优集，即找不到全局最优的概率为０，满足收

敛条件二。故ＩＦＡ以概率１收敛于全局最优。 证毕

４　仿真实验

由于实际应用中算法运行时间有限，故需通过固定时

间的仿真实验对算法有效性进行验证。算法运行环境为

ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５３４７０处理器，ＣＰＵ３．２０ＧＨｚ，３．４８ＧＢ内存，

Ｗｉｎｄｏｗｓ１０，６４位操作系统。
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４．１　随机扰动因子性能对比

为验证第２．１节中的结论，对４种随机扰动因子下的改

进算法ＲＩＦＡ，ＧＩＦＡ，ＣＩＦＡ，ＬＩＦＡ进行仿真试验和性能对

比，Ｒ（平均）、Ｇ（正态）、Ｃ（Ｃａｕｃｈｙ）、Ｌ（Ｌｅｖｙ）分别对应改进算

法采用的随机分布。选用４个典型基准函数，如表１所示。

算法参数设置情况为β０＝１，β狉犲＝０．８，γ＝１，狀Ｍｕｔａｔｉｏｎ＝３，

狀＝４０，狀ＤＥ取种群规模狀，犱＝３０，犉～Ｕ（０．４，０．９，１，犱），最大

迭代次数为２０００。初始种群由问题域内进行随机初始化

产生。为提高结果的可信度，保证对比实验客观公正，对每

一个测试，所有算法均独立执行５０次，取平均最优值、时间

和成功率（ｓｕｃｃｅｓｓｒａｔｅ，ＳＲ）的统计结果进行比较，最优结

果由粗体标出，仿真结果如表２所示。

表１　基准函数

犜犪犫犾犲１　犅犲狀犮犺犿犪狉犽狊犳狌狀犮狋犻狅狀狊

函数名 数学表达式 规模 最优值

Ｓｐｈｅｒｅ 犳１（狓）＝∑
犇

犻＝１

狓２犻 ±１００ ０

Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ
犳２（狓）＝∑

犇－１

犻＝１

［１００（狓犻＋１－

狓２犻）２＋（狓犻－１）２］

±３０ ０

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ 犳３（狓）＝∑
犇

犻＝１

［狓２犻－１０ｃｏｓ（２π狓犻＋１０）］ ±５．１２ ０

Ｇｒｉｅｗａｎｋ犳４（狓）＝
１

４０００∑
犇

犻＝１

狓２犻－∏
犇

犻＝１

ｃｏｓ（
狓犻

槡犻
）＋１ ±６００ ０

表２　４种随机扰动因子仿真结果

犜犪犫犾犲２　犉狅狌狉狉犪狀犱狅犿犱犻狊狋狌狉犫犪狀犮犲犳犪犮狋狅狉狊狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊

扰动

因子

犳１

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳２

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳３

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳４

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

ＧＩＦＡ ２．３０１３ｅ１５４ ９５．８９９８ １００ ４．１４６１ｅ０９ ８２．２０１ ０ ０ １５．５４４３ １０ ０ ２４．２６１５ １０

ＣＩＦＡ ３．０５１１ｅ１０９ ４１．３０３４ １００ ０．００１０６５２ ４６．１１２３ ０ ６０．３５７１ １７．４６１３ ０ ０ ２４．７８２４ ５０

ＬＩＦＡ ３．８７７７ｅ１０５ ５３４．６３７７ １００ １．０６０１ｅ０４ １４５．９８８４ ０ ９５．５４２１ １５．５９１９ ０ ０ ３８．９７３５ １０

ＲＩＦＡ ０ ２５．４５７８ １００ １．３８４９ｅ２７ ２１．９５０９ ７０ ０ １１．５２１１ １００ ０ １３．１８１７ １００

　　表２的统计结果显示，随机扰动因子选择均匀分布

时，在寻优精度、收敛时间和ＳＲ上的表现最好，对所有

基准函数均能找到最优解；选择正态分布时，算法收敛

时间大幅提高，寻优精度和ＳＲ也出现了下降，特别是函

数犳２～犳４ 的表现很差；柯西扰动因子的表现与正态分

布类似，收敛时间比前者稍短，但寻优精度更加无法保

证；列维扰动因子表现最差，运行效率最低，优化结果几

乎不可用。因此，改进算法的随机扰动因子优先选择均

匀分布。

４．２　与其他算法的性能对比

选取已在实践中检验过的优秀算法ＰＳＯ、ＤＥ以及ＦＡ

进行对比试验。各个算法的参数设置情况如下：

（１）ＰＳＯ：惯性权重ω＝１，阻尼比ωｄａｍｐ＝０．９９，加速因

子犮１＝１．５，犮２＝２．０
［３０］。

（２）ＤＥ（ＤＥ／ｒａｎｄ／１）：缩放因子Ｆ为范围在０．２～０．８

的均匀随机数，变异概率狆犮狉＝０．２
［３１］。

（３）ＦＡ：α＝０．２，αｄａｍｐ＝０．９８，β０＝２，γ＝１。

（４）ＩＦＡ参数同第４．１节。

其他仿真条件同第４．１节，仿真结果见表３。

表３　固定迭代次数仿真结果

犜犪犫犾犲３　犛犻犿狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狅犳犳犻狓犲犱犻狋犲狉犪狋犻狅狀狊

算法
犳１

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳２

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳３

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

犳４

最优值 时间／ｓ ＳＲ／％

ＰＳＯ １．４５５７ｅ５７ ２．９０９６ １００ １９．５６５６ ２．３７３９ ０ ２６．８６３９ ２．１４９３ ０ ３．３３０７ｅ１６ ２．６４７６ ２３．３

ＤＥ ５．７５８９ｅ２９ ２．６９６９ １００ ２４．５９８４ ２．７９９９ ０ ２３．７３７９ ２．２９０８ ０ ０ ３．０３８３ ７０

ＦＡ ８．３７８４ｅ８８ １４．６５３８ １００ ０．００７３２４５ ８．８０５５ ０ ２１．８３８７ １．１８５ ０ ０ ３．０２４９ ９０

ＩＦＡ ０ ２５．４５７８ １００ ２．２５８８ｅ２６ ２１．９５０９ ７０ ０ １１．５２１１ １００ ０ １３．１８１７ １００

　　表３的统计结果显示，对于函数犳１～犳４，改进算法

均能够找到最优解、精度和ＳＲ均好于对比方法，在犳２

和犳３ 尤为明显。但在平均仿真时间上，改进算法比其他

算法长。这是由于ＰＳＯ、ＤＥ和ＦＡ过早陷入局部最优，根

据优化算法本身运行机制，如果没有足够的跳出局部最优

的能力，那么会不断加速收敛，因此其运行时间短于改进

算法。

函数犳２ 是典型的复杂病态二次函数，其全局最优位于

狭窄的、抛物形的山谷中，缺乏有价值的信息，优化难度较

大，比较考验算法全局探索和局部挖掘能力。各方法对该

函数进行优化的寻优曲线如图６所示。

图６　不同算法性能比较

Ｆｉｇ．６　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
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由图６可以看出，ＰＳＯ、ＤＥ和ＦＡ均出现了早熟收敛现

象，而ＩＦＡ在短暂收敛后，在迭代到１５１步时成功跳出局部

最优并最终达到极高的优化精度。现给出算法迭代１５０步

到１５１步时的个体分布情况。由于个体维数较高，因此通

过评估每个个体与平均个体在搜索空间中的相对距离得到

个体分布散点图，如图７所示。

图７　典型迭代时刻个体分布

Ｆｉｇ．７　Ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｙｐｉｃａｌｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅ

可以看出，种群在１５１步时部分个体突变至距离平均

个体较远的位置，获得了更优解的同时，带动种群整体移

动，整体的多样性比１５０步时有了明显的提升。通过以上

仿真和分析，证明了所提改进策略在基准函数优化方面的

有效性。

４．３　装箱问题实例

本文将ＩＦＡ用于求解装箱问题。装箱问题是一个经典

ＮＰｈａｒｄ组合优化问题
［３２］，在运筹学、离散数学、计算机科

学以及工业生产等方面有着广泛的应用。

设有足够数量的结构相同容量一致的箱子犅１，犅２，…，

每个箱子的最大容量为 犆ｍａｘ。现有一组狀 个物品犐１，

犐２，…，犐狀，体积分别为狏犼（０＜狏犼＜犆ｍａｘ，犼＝１，２，…，狀），需装

入箱内，要求在满足约束的情况下打包所有物品，要求所需

箱子数量尽可能的少。两个约束分别为：① 所有物体均不

可分割，需保持完整并恰好放入一个箱子中；② 每个箱子

所放物品体积总和均不能超过容量上限。假设物品形状对

装箱没有影响，则该问题可描述为

ｍｉｎ狕＝∑
狀

犻－１

狔犻

ｓ．ｔ．
∑
狀

犼＝１

狏犼狓犻犼 ≤犆狔犻，犻＝１，２，…，狀

∑
狀

犻＝１

狓犻犼 ＝１，犼＝１，２，…，

烅

烄

烆 狀

（２５）

其中，

狔犻＝
１，箱子犅犻被使用

０，
烅
烄

烆 否则

狓犻犼＝
１，物品犑犼 放入箱子犅犻中

０，
烅
烄

烆 否则

假设３０个物品体积分别为［６，３，４，６，８，７，４，７，７，５，５，

６，７，７，６，４，８，７，８，８，２，３，４，５，６，５，５，７，７，１２］，箱子容量

犆＝３０。固定迭代１０００步，种群规模为２０，其余参数不变。

优化结果与ＰＳＯ、ＤＥ和ＦＡ比较，算法收敛情况如图８所示。

图８　装箱问题的性能比较

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｂｉｎｐａｃｋｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ

由图８可以看出，ＩＦＡ仅需１２步即可达到其他３种算

法的优化效果，并且经进一步迭代后能够跳出局部最优，从

而得到更优的结果。表４给出了几种优化算法的总体运行

时间（ｔｏｔａｌｔｉｍｅ，ＴＴ）、收敛时间（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｉｍｅ，ＣＴ）和

最优结果（Ｂｅｓｔ）。比较可知，ＩＦＡ在优化结果和收敛速度

方面都有着明显的优势。

表４　装箱问题优化结果

犜犪犫犾犲４　犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狅犳犫犻狀狆犪犮犽犻狀犵狆狉狅犫犾犲犿

参数
算法

ＰＳＯ ＤＥ ＦＡ ＩＦＡ

ＴＴ／ｓ ４３．０７０４ １３．１１２２ ２１．１５５９ ２２．６４０１

ＣＴ／ｓ ５．７２８４ １２．４９５９ １．４０４３ ５．５６９５

Ｂｅｓｔ ７ ７ ７ ６

５　结　论

本文为克服ＦＡ易陷入局部最优的缺陷，提出了ＩＦＡ。

首先分析了个体位置更新机制的特点，提出了一种随机扰

动策略，阐述了改进策略的有效性，并分析了不同扰动因子

选取的可行性。通过引入元素置换变异策略和最优差分变

异策略，提高了算法跳出局部最优的能力。基于随机算法

收敛准则和马尔可夫过程的理论分析指出，改进算法在足

够大的迭代次数下能够以概率１收敛到全局最优。对４种

基准函数的仿真结果表明，随机扰动因子选择均匀分布时

有最佳表现。在相同条件下与几种经典算法相比，改进算

法的收敛精度和ＳＲ更高，验证了改进算法的优越性。将

该方法对经典装箱问题进行求解，得到了较好的优化结果，

验证了改进方法的有效性和实用价值。
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